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Résumé

Dans ce mémoire nous avons introduit les rappels et définition de topologie génerale et
calcul différentielle des application sur un espace vectoriel normé et nous avons étudie la var-
iété différentiable & n dimension, et on introduit quelques propriétés et définitions des variété
riemannienne.

En fin nous avons donné les opérateurs sur une variété Riemannienne.
Le but de ce travaille j’ai représenté aux simplifier I’étude sur une variété de dimension n a
I’espace R"™ a partir de définir une carte sur cette variété par suite I’espace tangent de chaque

point.

Abstract

In this thesis we have introduced the recollections and definition of general topology and dif-
ferential calculus of applications on a normed vector space and we have studied the differentiable
manifold with n dimension, and introduced some properties and definitions of the Riemannian
manifolds.

In the end we gave the operators on a Riemannian variety.
The aim of this work I represented to simplify the study on a variety of dimension n to the

espace R™ from to define a map on this variety consequently the tangent space of each point.



0.1 Introduction

En mathématiques, il ya plusieurs branches parmi les quelles a géométrie, cette derniére étudie
les propriétés et les relations des formes et des figures dans un espace.
La géométrie se divise en deux types, la géométrie analytique et la géométrie différentielle:

e La géométrie analytique: Partie de la géométrie ayant recours au calcul algébrique et
analytique. Elle facilité 1’étude des propriétés géométriques des courbes et des surfaces et de
leurs présentations graphiques ou la recherche de "lieux géométriques".

e La géométrie différentielle: Est une continuité du calcul infinitisimal, elle permet d’étudiér
grace aux techniques du calcul défférentiel, une nouvelle famille d’éspaces topologiques appelées
"variété différentiable", permettant la rénovation de la vieile géométrie des courbes et des surfaces
de R3 a la Gauss Darboux, et en la placant selon un esprit actuel dans un cadre contemporain, le
calcul différentiel permet d’étudier I'evolution d’un phénoméne au voisinage d’un instant donné
(sa vitesse, son accélération) lors que celui ci décrit une portion d’un espace dans lequel on a
une structure d’espace vectoriel normé. Notre but est de montrer qu’on peut faire de ’analyse
mathématique en dehors des espaces qui n’admettent pas de structure des espace vectoriel normé.

Empiriquement, nous pouvons mesurer des portions de la terre nous déplacant entre les villes,
les pays on peut décrire presque toutes les régions du globe terrestre d’une maniére adéquate en
utilisant un petit livre, appelée atlas formée d’un ensemble des cartes qui sont des ouverts du
plan R?, ici chaque point du globe peut étre représenté dans une carte.

En s’inspirant de la cartographie, on définit une variété différentiable de dimension n par un
atlas qui est un ensemble d’ouvert de R" appelée cartes.

la géométrie riemannienne est une branche de la géométrie différentielle nommée en L’honneur



du mathématicien Benhard Riemann qui introduisit le concept fondateur de variété géométrique,
elle étend des méthodes de la géométrie analytique en utilisant des coordonnées locales pour
effectuer I'étude d’espaces courbes sur lesquels existent des notions d’angle et de longueur, la
premiére pas de la géométrie riemannienne au 197°™¢ siécle et en particulier lors d’une conférence
inaugurale intitulée sur les hypothéses sous-jacentes a la géométrie, la géométrie riemannienne
s’est fortement développée durant la seconde moitié¢ du 20 siécle, mais les premiers travaux
dans ce domaine se confondent avec la naissance du concept de variété différentielle, il c’est arrété
sur les changements de cartes d’un atlas.

C’est whitney en (1944) qui a réglé définitivement ce probléme, c’est dans les changements de
cartes ou réside la notion de variété différentiable.

La formulattion géométrique de ces notions & conduit & introduire des métriques sur des variétés

différentiables (variétés riemanniennes).

Ce mémoire contient quatres chapites, dans le premiére chapitre est un rappel de quelque
notion de la topologie générale, et on parle a les définitions des: espace topologie, espace sé-
paré, espace vectoriel normé, la différentielle d’une application sur un espace vectoriel normé,

application homéomorphisme et difféomorphisme sur un espace vectoriel normé.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie quelques notions de base de géométrie différentielle:
les variétés différentielles, espaces tangentes et applications tangentes, champs de vecteurs et sa

dérivation.

Le troixiéme chapitre on va etudier variété riemannienne, on parle & la définition de la
métriques Riemanniennes et variété Riemanninne, connexion sur une variété différentielle, crochet

de Lie, torsion de la variété différentiable, notion de connexion Riemannienne, notion fondamon-



tale en géométrie Riemannienne.

Et dans le derniér chapitre, on introduit les isomorphisme diése et bemol, divergence d’un
tenseur sur une variété Riemannienne, Laplacien des fonctions différentiable, divergence sur ces
champs de vecteur et quelques propriétés.

Le mémoire se termine par une conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

Rappels et définition

Dans ce premiér chapitre, on rappelle les outils de la topologie générale, de calcul différentiel et

les applications définis sur un espace vectoriel normé qui seront utilisé dans la suite.

1.1 Notion d’espace topologique

1.1.1 Espace topologique

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide, une famille T' de parties de X est une topologie

si et seulement si:

1) X,oeT.

2)VABeT, ANBeT.

3) soit (A;),c; une famille quelconque de X, alors UjerA; € T
e Les éléments de T sont appelés des ouverts de T'.

e Le couple (X, T) est appelé un espace topologique sur X.

4



Exemple 1.1.2 Soit X = {1,2,3,4} .

T = {2,X,{1},{3,4},{1,3,4}} est une espace topologie sur X puis qu'il vérifié les trois

axiomes précédentes.

Définition 1.1.3 Un espace topologique X est dit espace Ty si et seulement si: Ya,b € X avec,

a # b alors v, € V (a), v, € V(b).
(V(a) designe voisinage de a et V(b) designe voisinage de b) tel que b ¢ v, et a & vy .
Remarque 1.1.4 v, et v, ne sont pas nécéssairement disjoints.

Lemme 1.1.5 Un espace topologique X est un espace T si et seulement si les {x} C X sont des

fermés.

Preuve. =) Supposons que X est un espace 77, il suffit de montre que {z} C X est fermé.
Soit y € {z}° (on suppose que X plus qu’on point) alors on peut choisir un ouvert V,, C X
qui contient & y mais pas © = {x}° = U V, est un ouvert.
ye{z}e
Donc {z} est fermé.
<:) on suppose que VY {m} est fermé, et on montre que X est un espace T7.

Vo,y € X avec x # y = 3 un ouvert U telle que z ¢ U C {z}°, (il est de méme de y).

Donc X est un espace T;. O

1.1.2 Espace séparé

Définition 1.1.6 Un espace topologique X est un espace séparé ou Hausdorf ou espace Ty si et

seulement si:

Va,be X eta#b,3Fv, €V (a) etv, € V(b), telque v, Nv, = 2.



Exemple 1.1.7 Toute espace métrique est séparé.

Soit (X, d) un espace métrique.
Soit x,y € X ,x # y on pose 0 < @ =retU=B(z,r),V =DB(y,r).
Supposons que z € U N V.

Alors on a: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) < 2r = d(z,y) contradiction.

Donc U NV = @ = X est séparé.
Remarque 1.1.8 Un espace séparé est toujours espace Ty, mais la réciproque est fausse.
Exemple 1.1.9 La topologie grossiére (T, = {@, X}) est un espace 1.

En effet Vz,y € X avec © # y et VB(z,r) = B(y,r) = X.

Donc B(z,r) N B(y,r) = @ = T, n’est pas séparé.

1.1.3 Différentielle d’une application sur un espace normé

Définition 1.1.10 Soit E' un espace vectoriel sur un corps commutatif k (R, ou C).

On appelle norme sur E, toute application ||.|| : E — R vérifiant les conditions suivantes:

(1)Vx € E,||ul]| >0et ||z||=0< 2 =0.
(2) V(A 2) €k x B, [|Az] = [Al]J]
3) V(z,y) € Ex E, [lz +yll < [l«] + [yl

Un espace vectoriel munie d’une norme est appelé espace vectoriel normé.



Exemple 1.1.11 Les trois normes usuelles sur k (R, ou C).

Soit n € N* considérons Vo = (1, ...,x,) € k les réels ||x||1, ||z]|2, [|[#]|c définis par:

n n
ol = laxl, lzlls = O lexl®) 2, 2lloo = Mawicpan|zl.
k=1 k=1

Définition 1.1.12 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés U un ouvert de E et f : U — F
une application, on dit que f est différentiable en xo € U s’il existe une application linéaire g de

E dans F' telle que:

lim | f(z) = f(x0) — g(x — x0) ||F

=0
=20 | 7 — 0 ||&

Ot f(xo + h) — f(xo) — g(h) = of[| h |)e(h) avec limyp—o €(h) =0 et (h =z — x0)

On dit que g est la différentielle de f en z¢, et est noté par D, f .
e On dit que f est différentiable sur U s’elle est différentiable en tout point x de U.
e f est de classe C? si s’application différentielle est continue.

e Si f admet k-différentielles continues, on dit que f est de classe C* (k > 1).

Exemple 1.1.13 Tout application constante est différentiable en tout point a de U et Df = 0.

Proposition 1.1.14 Si f est différentiable au point xo € U, alors l’application linéaire continue

g de la définition est unique.

Preuve. Soient ¢g; et go deux application linéaire continue de E dans F telle que Vh € F,

avec o + h € U, on ait:

f(xo+h) = fxo) + g1(h) + o(ll b )er(h) = f(z0) + g2(h) + o([| b [[)ex(h).



Avec limyp)—o €1(h) = limyp— €2(h) = 0.

Alors on a [[(g1 — g2) (W] = ol b [)e(h), tel que € = & — e

puis que limp—g €1(h) = limyp|—o €2(h) = 0, il en est de méme de e.

Donc Vr > 0, il existe a > 0 telle que pour tout h € E, || h ||< a = |le(h)] <.

On a alors pour

I [1< a; (g1 = g2) (W] = olll b [De(h) <7 [ A

11 s’en suite que ||(g1 — g2)|| <7V r > 0.

Donc ||(g1 — g2)|| = 0, et on obtient g; = g5 . 0

Proposition 1.1.15 Soient E, F,G des espaces vectoriels normés, U un ouvert de E,V un
owertde F, f : U —-V,g:V - G,acUb= f(a) € V.

Si f est différentiable en a et g différentiable en b, alors g o f est différentiable en a, et

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Preuve. On a (go f)(a+h) — (go f)(a) = g(f(a+ h)) — g(f(a)).

Puis que f est différentiable au point a, on a alors
fla+h) = f(a) = Df(a)(h) + e(h)|[]]
limh_@ €(h> =0

Posons D f(a)(h) + e(h)|[hl| = I, done g(f(a -+ h)) = g(f(a) +1).

Puis que g est différentiable au point f(a), on a alors

9(f(a) +1) = g(f(a)) + Dg(f(a)) (1) + € (D)

liml_@ €/<l> =0



Alors

9(f(a) +1) =g(f(a)) = Dy(f(a))() + €D
= Dg(f(a))(Df(a)(h) + e(h)[n]]) + (D1
= Dg(f(a))(Df(a)(h)) + Dy(f(a)(e(h)[[n]) + D1

= Dy(f(a)) o Df(a)(h) + a(h)|[A]]).

Ou a(h) = Dy(f(a))(e(R)[|1]]) + €' (D f(a)(h) + (M) IRIDID f(a) (577) + e(R)]]-
Comme l'application Dg(f(a)) o Df(a)(h) est linéaire continue, il suffit de montrer que

lim;—¢ (1) = 0. O

1.1.4 Application Homéomorphismes et difféomorphismes

Définition 1.1.16 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, et U, W deux parties de E et F'
respectivement, une application f : U — W est un homéomorphisme si:

1) f est bijective.

2) f, f~'sont continue.

On dit alors U, W sont des homéomorphes.

Proposition 1.1.17 Supposons que X,Y sont des espaces topologiques que X est homéomor-
phisme 'Y et'Y est séparé.

Alors X est séparé.

Preuve. Soit f: X — Y est un homéomorphisme et x1, x5 € X avec x; # xs.

Alors f(a1), f(x2) € Y et f(a1) # f(2).
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Par la condition de Hausdorff, il existe des ensembles ouverts Vi, V5 de Y tels que

f(fEl) € Vl?f(x2) € VZ

EtVinVa=2 =z € fTi(Vi),z € [T1(Va) = [T (V)N 71 (Ve) = fT(Vinhs) = 2.

Donc X est séparé. [

Définition 1.1.18 Soient E , F' deux espaces vectoriels normés et U, W deux parties de E et F
respectivememt, une application f : U — W est appelée difféomorphisme si les condition suivant
sont satisfaites:

1) f est bijective.

2) feCH(U).

3) fLect(w).

Si on a: la condition 1) avec f € C™ (U) et f~1 € C> (W), on dit que f est C°°—difféomorphisme.

Exemple 1.1.19 Soit f : R? — R? définie par (z,y) — f(z,y) = (x +y,z —y)

Tty =z2+y2 (1)

VX RQ Y R2 — .
(r1,22) € R%, Y (y1,52) € R%, fa1,01) = f(22,2) {xl—ylzwz—yz» (2)

De (1)+(2) on obtient: z; = x5, en remplagant x; dans (1) on obtient: y; = y,. Alors f est
injective.

VZ:(21,22)€R2

21 =r+yY (1)

Z:f(xvy)<:>{z2:$_y (2>

De (1)+(2) on obtient: # = £ (2 + 22), en remplacant = dans (1) on obtient: y = 3 (21 — 22)
donc f est surjective, en fin f est bijective.

f est définit et différentiable sur R?, et ses dérivés partielles sont:



11
% (z,y) = (1,1) et g—g (z,y) = (1, —1) continues sur R2. Donc f € C* (R?)

[ z,y) = (3 (@+y),2(x—y)) est définit et différentiable sur R?, et ses dérivés partielles

sont: % (z,y) = (3, 3) et g—]yc (z,y) = (3, —3) continues sur R?.
Donc f~! € C* (R?)

Alors f est un difféomorphisme sur R2.
Remarque 1.1.20 f difféomorphisme = f homéomorphisme.

La réciproque est fausse une application f : U — V de classe C! peut admettre une fonction
inverse f~! continue sans étre un difféomorphisme.
Par exemple f : R — R définie par f(z) = 23 est bijective et C. Son inverse est f~1(y) = x3

qui est continue mais pas différentiable en 0.
Remarque 1.1.21 1) Pour tout ouvert U de E, Idy est un C'—difféomorphisme de U sur U.

e Sif:U — V est un C'—diffecomorphisme et g : V — W est un C'—difféomorphisme, alors
f o g est un C*—difféomorphisme de U sur W.

e Si f:U — V est un C'—diffecomorphisme, alors g : V — U est un C'—difféomorphisme.

2) 11 se peut que deux ouverts U,V étant donnés, il n’existe pas de C''—difféomorphisme de

Usur V.
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Définition 1.1.22 Soient E, F deux espaces vectoriels normés, U ouvert de F et f : U — F
de classe C*(k > 1), on dit que f est immersion (respectivement submersion) en x € U si D, f

est injective (respectivement surjective).

e Si £/ et F' de dimension finies alors: dim F = dim ker (D, f) + dim Im (D,f).
e Si f est une immersion en E,dim £ = dim Im (D, f) = rang (f).

e Si f est submersion en £, dim £ = dim ker (D, f) + dim F' > dim F = rang(f).



Chapitre 2

variété différentiable

Dans ce chapitre, On va etudier la variété différentielle, on parle de la variété topologie et rappele
la définition de carte et atlas, application différentiable sur une variété différentiable.
Et on va étudier la courbe tracée sur une variété, espace tangente, champs de vecteurs et sa

dérivation, voir [1], [2], [6], [7], [12].

2.1 Notion de variété différentiable

2.1.1 Variété topologique

Définition 2.1.1 Soit M un ensemble non vide, M est une variété topologique de dimension n

et de classe C*, k> 1 si:

e M est un espace topologie séparé.
e Pour tout x € M il existe un ouvert U de M contenant x et un homéomorphisme définie
par: ¢ : U — ¢ (U) C R™ et de classe C*.

13
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i) Le couple (U, ¢) est dite carte sur M.
ii) Deux cartes (U, @) et (W, 1) sur M sont compatibles (équivalentes) si:
HUNW#o.

2) Yoty (UNW) — ¢ (UNW) est diffeomorphisme.

2.1.2 Atlas sur une variété topologique

Définition 2.1.2 Une atlas A sur M de dimension n et de classe C* (k > 1) est une famille de

carte notée A = {(Ui, ¢;),c;} telque:

1) Les ouverts U; recouvrent M, i,e: M = U;e; U; Vi €1 .

2) Touts les cartes de A sont compatibles deux & deux .

Exemple 2.1.3 Soit R une variété topologique, en effet R est séparé, et l’application identité

Idg : x — x est un homéomorphisme.

Donc ¥V U =] — 00, 1[, V =0, +o0, on définit

p: U—e(U) y P V=y(V)
T () =e" T — 1 (v) =22
el pU)-U y YT (V) -V
y +—lny y =y

ona: UNV #2 car%EU et%GV et UUV =R.
@ et 1) sont continues et ¢~ sont aussi continues. Ils sont bijectives. (surjective par

construction et injective par définition) donc ¢ et 1 sont des homéomorphisme .
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Yo' (x) = (Inz)® est bijective et de classe O et (o 1)~' = eV est de classe O done
ot est diffeomorphisme.

Alors la famille {(]0, +oo[, 2?), (] — 00, 1[,€")} est un atlas sur R.
Exemple 2.1.4 M =R"

e R” est un espace topologique séparé.
On prend U = R", ¢ = Idgn.
Alors {(R™, Idgn)} est un atlas de dimension n et de classe C'™.

o Idg» : R" — R™ homéomorphisme, et Idgn o (Idgn)™' = Idg~ de classe C™.
Exemple 2.1.5 M = E un R—espace vectoriel de dimension n.

Soit {ey, ..., e, } est une base de E.
Vo € E,d unique z1,...,x, € Rtqzx = Z Zi€;
i=1

Alors ¢ : E — R"™ définie par x — (21, ..., T,,)

A={(E,¢)} atlas de classe C*°.
Exemple 2.1.6 M,(R) matrice réelles de type (n,n).

M, (R) est un R-espace vectoriel de dimension n?, alors d’aprés I'exemple (2.1.5)
On A = {(M,(R), )} avec:
¢ : M,(R) — R" définie par:
a11, @12, .., G1p

— (alh @12, -y Aln, A21, G22, .oy A2ny --vy Apl, An2,y - -y ann)‘
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Exemple 2.1.7 M est un espace topologique séparé muni d’un atlas de dimension n est de classe

C", V un ouvert de M.

A = {(U;, ;) }ier, alors Ay = {(U; NV, @, /u.av) }ier est un atlas de V' de dimension n et de

classe C".
Exemple 2.1.8 GL(n,R) = {A € M,(R)/det A # 0}.

GL(n,R) est un ouvert de M, (R), car on a det : M,(R) — R continue car polynomiale.
R* est un ouvert de R et GL(n,R) = det(R*) ouvert de M, (R) .
Comme M, (R) posséde un atlas de dimension n? et de classe C™, alors d’aprés exemple

(2.1.6) on a GL(n,R) posséde un un atlas de dimension n? et de classe C™.

2.1.3 Variété différentiable

Définition 2.1.9 Soit M une variété topologique de dimension n et de classe C* (k > 1), on dit
que M est une variété différentiable de classe C* (k > 1) s’il existe un atlas {(U;, ¢;) }ier de M
telque V i, j U; N U; # 9, Uapplication: p; o ot (U NU; ) — @; (Ui NU; ) est de classe

C*.

Remarque 2.1.10 Stucture de variété différentiable de classe C* de dimension n est la donnée

d’un couple (M, A) ot M est une variété topologique et A est un atlas.

Remarque 2.1.11 Soit M est une variété différentiable de dimension n et de classe C*, U est
un ouwvert de M(U C M).

Alors d’aprés Uexemple (2.1.7) U est une variété différentiable de dimension n et de classe C* .
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Systéme de cordonnées

Définition 2.1.12 Soit (U, ) une carte de la variété différentiable M.

Pour z € U, p (x) € R™ peut s’écrire

On appelle le coordonnées de x dans la carte (U, @) et (x1,xa, ...... , Ty sont les application coor-

données.

Exemple 2.1.13 R" est une variété différentiable de dimension n est de classe C* .
D’aprés Uezemple (2.1.4) on a {(R", [dgn)} est un atlas a une seule carte.

Ainsi R™ est une variété différentiable de dimension n et de classe C™ .

2) Soit la sphére S? = {(21, 22, 23) € R® : 2i+a3+13 = 1} C R? est une variété différentiable
de dimension 2 et de classe C'*°.

On considére les ouvertes Uy = S\ N et Us = 5\ S telle que: N = (0,0,1) et S = (0,0, —1)

L’application: ¢y : Uy — @(Uy) C R? définie par: oy (z,y, 2) = (I%Z, %) , x est continue
sur Uy car ses composantes sont continues sur Uy .

@y est bijective car:

e p est surjective par constraction.

e ¢, est injective, par définition:
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V (XY, Z), (X", Y',Z') € Uy

QDN(X,Y7Z) = (,ON(X

127

!
)
X _ X
1-Z 1-Z
& {Y ......... (1)
2

_ _yn
(1-2)2 = (1-2")2
N X?24+Y? X?24+Y”
(1-2)2 (1-22

1_Z2 1_Z/2

X2
-7 — (1=2")2
N

T G-z a7y
L 1tz 147
1-Z 1-7

= 1+2)1-2)=(1-2)1+2)

= =7

X=X

on remplace se résultat dans (1), on obtient:{ v _ v

Alors (X,Y, 7)) = (X",Y', Z"), donc @y est injective sur Uy, ainsi ¢ est bijective.

on' on(Un) CR2 — Uy, avec

<X Y )
1-2'1-2Z

¢

(x,y) =
X=z(1-2)..(1)

< Y =y(1—2)..(2)

X2+Y?24+272=1..(3)

\



19

En remplassant (1) et (2) dans (3) on obtient:

(z(1-2)+ W1 -2)*+2% = 1=2*1-2Z2+2)+y*(1-2Z2+2>)+ 2> =1
= P+ + D220+ )2+ P —-1=0

= AN=0@"+y*) -+ + )" +y*—1) =1

24yt -1 2?4y +1

= Zi= et ly= =
T2l T 22yt

Zyestrejetécarsi Zo = 1= X?+Y?+22=1= X?4Y?2=0=X =Y =0= (0,0,1) ¢ Uy.

_ r24yP-1
Zl_a:2+y+1 car: Zy # 1.

SlZl—lﬁ%ﬁ—1:>:E2+y2—1:x2+y2+1:>—1:1contradiction.

L’application inverse est donnée par:

et = (

22, 229 —1+ 22+ 22
I+2?+23" 1+22+23 1+23+22 )

est aussi continue car ses composantes continues.

Donc ¢, est un homéomorphisme de R? sur Uy.

L’application: . Uy — o(Uy) C R définie par: ¢(z,y,2) = (1fz, 132) est un homéo-
morphisme de R? sur U;.

L’application inverse est donnée par:

pH(ry) = <

21, 215 —1+4 2% + 23
1+af+a3’ 1+a?+a3 1+af+23 )

De méme I'application: . : Uy — o(Ug) C R? définie par: (z,y,2) = (l_f—z, %) est
aussi un homéomorphisme de R? sur U;.

L’inverse pour expression:

¢, y) = (

211 275 1—:3%—9[;3)
1+af+ 23" 1+ a3+ 23" 1+ 23 + 23
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L’application de changement de cartes:

ps ooy on (UnNUs) =R = {(0,0,1)} = R® = {(0,0,1)} = 5" (Un N Us).

S’écrit:

@EIOWN(a?,y)Z( > 4 >

12 + y2 ) 22 + y2
Qui est clairement est de classe C*°, ainsi que son l'inverse.
Donc {(Un, ¢x), (Us, pg)} est une Atlas sur S2.

En suite S? est une variété différentiable de dimension 2 et de classe C.
Remarque 2.1.14 On peut généraliser pour
S*={(v1,22, . Tpy1 ) ER" raf 42l a2l =1}

est une variété de dimension n est de classe C™ sur R,

2.1.4 Application différentiable sur une variété différentiable

Définition 2.1.15 Soient (M, A), (N, B) deuzx variétés différentiable de dimension n,m respec-
tivement .Une application f : M — N est différentiable de classe C", si pour tout x € M, il
existe une carte (U, p) € A autour de z, de classe C" , et une carte (V,7) € B de classe C",

telles que: f(U) CV etpo fop ! soit de classe C".

Exemple 2.1.16 V(5% , Ay),(S? ,Bs) deuz variétés différentiable de dimention 2 sur R" et
Uapplication
f:58% — §?

(m7 y? Z) — f (w7 y? Z) = (x7 y? Z)
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V (Un,py) € A de S%, on prend Uy = S*\ {N, S}

INE Uy — R?

(‘fayaz) = (&7 %)

est de classe C* sur Uy alors (Un, ) de classe C*

etV (Us, pg) € B de S?, on prend Us = S?\ {S}

Yg: Us — R?
(z,9,2) = (¥ 1)

est de classe C* sur Us alors (Us, ¢g) de classe C* et f (Uy) C Us.

En effet pg of o o' : R2 — R?

-1 _ 2x 2y z24y%—1
¥s © f °CY¥N (az,y) =¥s © f (12+y2+1’ 224y2+10 z24y2+1

_ 2z 2y x24+y%—1
- SOS z2+y2+1’ m2+y2+1’ x2+y2+1
— z Y

- x2+y2’ x2+y2

g 0 fopy estdeclasse C® , alors f est différentiable et de classe C™.

Proposition 2.1.17 Soient f et g deux fonction de classe C" telleque:

f:M— N etg: N— K alors go f est de classe C".

Preuve. Soient f : M — N de classe C" i,e: 3(U,p)de M et (V,9) de N de classe C"
tellque f (U) C V et o fop ! est de classe C". et ¢g: N — K de classe C" i,e: (U, ¢)de
N et (V1,w) de K de classe C" tellque g (U;) C Vi et wo go ot est de classe C".

En effet gof : M — K onsupposeque f (U)=U; CVetp=¢p VNpe N= gof(U)CV;

wogofopl=wogog oo foyp ! comme wogogp etthofop ! sont de classe C.

alors wo go fop ! est de classe C", donc g o f est de classe C". 0
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2.2 Notion d’espace tangent a une variété différentiable

en un point donné

2.2.1 Courbe tracé sur une variété différentiable

Définition 2.2.1 Soit M une variété différentiable de dimension n et de class C*, (k > 1 ou

C*) et x un point de M. On note:

C(M,~) ={~:] —e€,e[— Mt ~(t) et ypassant par x, telque v(0) = z}.
S’appelle courbe tracée sur M .
Remarque 2.2.2 Siy: 1 - M = C(M,y) ={y:1— M,~(ty) = z}.

Définition 2.2.3 Deuz courbes 7y, et v, sont tangentes au point x ot v,(0) = v5(0) = z s’il

existe une carte (U, @) telle que v € U et %(p07,)(0) = 4(p0,)(0).

Remarque 2.2.4 La définition est independante de la carte choisie. En effet si (V,1) est une

autre carte en x, alors on a

%(w 07)(0) = %«w T EICEEMI

= (o™ Neom O[5 (pom)(0)

d

= (L@ or o1 0)[ 550 7)(0)

= L@or™)o(pom)0) = (t07)(0)

On défini une relation d’équivalence. (c’est a dire une relation qui est transitive, symétrique,

et réflexive ) sur 'ensemble de courbes passant par x : 7y, ~ 7, si elles sont tangents en x.
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2.2.2 Espace tangente

Définition 2.2.5 Un vecteur tangent a M en x est une classe d’équivalence de courbe tangentes

en x.

L’espace tangent & M en x, noté T, M, est ’ensemble des vecteurs tangents & M en x. défini

par:

T.M = {[v] classe d’équivalence : v € C(M,~), avec v(0) = x} = C(M,~)/r 'espace quotient.

Définition 2.2.6 On appelle fibré tangent a M, noté par T M, est la réunion de tous les espaces

tangents T, M

TM = U T, M.

zeM

Ainsi, chaque élément de T'M, peut étre identifié a un couple (x,X,), oz € M et X, € T, M.

oM = U,enTi M est appelé le fibré cotangent a M.

Application tangente linéaire

Définition 2.2.7 Soient M et N deux variété différentiable, f : M — N wune application

différentiable, l'application tangente linéaire de f en x € M est

df - T,M — Ty N

v+ df (x) = & (f07)(0)

Ou 7y est une courbe passant par x et ' (0) = .
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2.2.3 Champ de vecteurs

Soit M une variété de classe C*, on appelle champ de vecteur de classe C* sur M toute application
X M —T.M
x— x(z) =X,
telle que x(z) € T, M, pour tout z € M. On note I'*(T'M) (resp. T'(T'M) ) I'ensemble des

champs de vecteurs C* (resp.C™) sur M.

Remarque 2.2.8 Soient (xy,...,x,) les coordonnées au voisinage de x, une base de T, M est

donné par: { £, () }r<i<n

Vo€ M, X, € T,M = X, =Y Xi L2 "2 Xi0 = dim T,M = dim M = n.

i=1

Xi: M—>R
Avec:

i
x— X

Fonction coordonnées du champ de vecteur.
o {dx;}i—1. . la base de T M: est un espace dual de T, M .
n
o w(zx) e TiM = w(x) = Zwi(x)da:i = w'(z)dx;.
i=1
o T M : est appelé un espace cotongent a M au point z.
o T M ={forme linéaire sur T, M }.

o I'.M et TM : R—espace vectoriel tel que dim 7 M = dim T, M.
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2.2.4 Dérivation et champs de vecteurs

Définition 2.2.9 Soit M une variété différentiable de dimension n.

Une dérivation en x est une application linéaire D : C*(M) — R qui vérifie pour tout
a, € Ret tout f,g € C®°(M):

1) D (af +Bg) =aD - f+ 3D - g. ..linéariteé.

2) D-(fg) = fD(g) + D(f)g....Leibniz.

e Soit X € X(M), (X f) () =31, X () L (x).

Donc nous identifions X(M) aux dérivations de C°.



Chapitre 3

Variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on introduit quelques propriétés et définitions des variété riemannienne que on

accompagnons par quelques exemples, voir [3], [5], [8], [10], [14], [15].

3.1 Meétrique Riemannienne

Définition 3.1.1 Soit M une varieté differentiable de dimension n. Pour tout x € M

TPOM =T,M@TM® .. TiMRTiM® ...

p fois q fois

lespace des tenseurs de type (p, q)sur l’espace tangent a M en x.

Définition 3.1.2 On appelle champ de tenseurs de type (p,q)sur M, une application différen-

tiable.
T: M—TPDM

z— T, € TP M

26



qui exprime une carte (U, @) avec coordonnées locales (x1,xa, ..., x,) comme:

T = ZT i 0 o g ®dzy ® ... Q dz;,.

J1 ]2a---7]q afL’ axip

Z ’Z A 71/
Ou lel Jj i sont des nombres réels.

e On note TW9)N = U Tép D). L’ensemble des champ de tenseur de type (p, q).
zeM

1) Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1,0).

2) Une 1- forme différentielle sur M est un tenseur de type (0, 1).

Définition 3.1.3 Soit M une variété différentiable.

Une métrique Riemannienne g sur M est un champ de tenseur de type (0,2), telque
1- g est C*°(M)-bilinéaire.

2- g est définie positive: g(X,Y) > 0,VX,Y € X(M).

3- g application symétrique: g(X,Y) =g(Y, X)VX,Y € X(M).

4- g non dégénérée: g(X,Y) =0, pour tout Y € X(M) = X = Ox(n)-

Remarque 3.1.4 Soit (U, ) € A, (U, x1, 22, ..., x,) systéme de coordonées de X et (U, %).

Le repére de l’espace tangent et dx; la base de l’espace dual.

1- On note g;; = g(aii, a%j). la matrice associée a g, comme g est symétrique:

o 0

9ij = Gji = 9(%7 87>
i J

2- g est définie positive i,e det(g;;) > 0.

3- g est non dégénérée i,e det(g;;) # 0.

27
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Exemple 3.1.5 Sur M =R3, on pose g = dz @ dx + dy @ dy + dz ® dz = (dz)* + (dy)* + (dz)%.
1 00

La matrice associe a g est: gi; =1 0 1 0

0 01
1- g est bilinéaire. car: soient X1, Xs,Y1,Ys € X(M), et f,h € C®(M)

g(f X1+ hXs,Y) = (do)*(fX1+hX2,Y) + (dy)*(f X1+ hX2,Y) + (d2)*(f X1 4+ hXs,Y)
= dz(fXy + hX)da(Y) + dy(f X, + hXo)da(Y) + dz(f X1 + hXs)dz(Y)
= fdz(X1)dx(Y) + hdr(Xp)dx(Y) + fdy(X1)dy(Y) + hdy(X2)dy(Y)

+fdz(X1)dz(Y) + hdz(Xy)dz(Y)

9(X, Y1 +hYs) = (do)*(X, fY1 +hYa) + (dy)*(X, fY1 + hYs) + (d2)*(X, fYi + hYa)

2- det(gij) = 1 # 0 alors ¢ est non dégénérée.
3- g12 = g21 = 0 et g13 = g31 = 0 et gag = g32 = 0 alors g est symétrique.
4- det(g;;) = 1 > 0 alors g est définie positive.

Donc ¢ est une métrique Riemannienne sur R3.

Exemple 3.1.6 Soit g = 2*(dz)? + z(dy)* + (dz)?. est-elle métrique riemannienne.
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2 0 0
La matrice associe a g est g;j = 0 2 0
0 01

1- g est bilinéaire.

2- g est non dégénérée.

3- g est symétrique.

4- det(g;;) = x® > 0 si x > 0 donc g est définie positive si z > 0.

Alors g est une métrique riemannienne si et seulemet si x > 0.

3.1.1 Variété Riemannienne

Définition 3.1.7 On appelle variété Riemannienne tout variété différentiable munie d’une métrique

Riemannienne.

Exemple 3.1.8 (R3 g), R? muni de la métrique g = (dx)? + (dy)? + (dz)* est une variété

Riemannienne.

3.1.2 Connexion sur une variété Différentiable

Définition 3.1.9 Une connezion linéaire sur M ( M est une variété différentiable) est une
application : V : X(M) x X(M) — X(M), telle que, pour tout X,Y,Z € X(M) et f € C(M).
1) VixY = fVyY.

2)Vx(Y +27Z)=VxY +VxZ.

3)Vxiy(Z)=VxZ+VyZ.

4) Vx(fY) = X())Y + [VxY.
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VxY est appelée dérivation covariante du champ de vecteur Y dans la direction du vecteur

tangent X .

Remarque 3.1.10 Dans un systéme de coordonnées (x;) sur M,V est complétement définie par

les symboles de Christoffel Ffj € C®°(M) définis par Vy,0; = Z szﬁk, ,0j = a%j

33

et TF, = (3(;910- aa ek ou gj a(fao—fl) op. et (ef = dwy)i<hen est la base de l’espace dual.

3.1.3 Crochet de Lie

Définition 3.1.11 Soit M une variété différentiable, le crochet de Lie noté [ , | est définie par:

[X,Y]= XY —YX. VXY € X(M).

Propriété 1 Le crochet de Lie vérifiant les propriétés suivantes:

1) [,] est bilinéaire. (i.e: [,] linéaire a gauche et a droite)

2) antisymétrique. (i.e: [X,Y] = —[Y, X])

)X, Y], Z]+ Y, Z), X+ [[Z, X],Y] = 0,VX,Y, Z € X(M). identité de Jacobi.

Si le crochet de Lie de deux champs de vecteurs est nul [X,Y] = 0, on dit que les deuz champs

de vecteurs commutent.

Preuve. 1) [,] est bilinéaire.

En effet: soient X7, X5, Y € X(M) et f,h € C*°(M)

XY +hXoY =YX, — YhX,
= f(X1Y =Y X))+ h(XoY - Y X))

= fIX,, Y]+ h[X, Y]
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De méme maniére par la linéarité a gauche.
2) [,] est antisymétrique.
Soient X,Y € X(M) on a:
X,Y]= XY - VX =—(YX - XY) = [V, X].
3) En effet: soient X,Y,Z € X(M)
X[V, Z] + [V [Z, X]| + [Z,[X,Y]] = [X,.YZ—ZY]|+[V,ZX — XZ] +|Z, XY — Y X]
— (X(YZ—2Y) = (YZ - ZY)X) + Y (ZX — X Z)
—(ZX -~ XZ)Y + (Z(XY —YX) — (XY -~ YX)Z)
= XYZ-XZY - YZX+ZYX+YZX -YXZ

— XY + XZY +ZXY —ZYX - XYZ+YXZ

Remarque 3.1.12 e Si X et Y sont de classe C*, alors [X,Y] est de classe C*~1.

e L’expresion locale de crochet de Lie est: [X,Y] = (X’;%—Zf - Y’i%) 0 telque X = X' et

)
Ox;

_ i 0
Y =ViZ.

B fopy! afop; ") N fop; Afop; )
* [ s )U) = (G o0l (B30 0 0) = i o vt (T 0 9))at = 0.

3.1.4 Torsion de la variété Différentiable:

Définition 3.1.13 Soit M une variété différentiable menu d’une connexion linéaire V.

On appelle T torsion de la connexion ¥V un champ de tenseur de type (1,2) définit par:

T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y],VX,Y € X(M)
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e Expresssion en coordonnées locale de T

X:X Y =Yi 2

dxj
0 0 .0 .0
— i =2 7 7 j_=
T(X,Y) Viio Y oz, Vyi o X pr - [X 8x,—’Y &Cj}
0 0 ;0 0 -0 .0
= XYV Y/ 1z 3 Xl X' Y/ —)+ Y/ — (X"
(vfm 833]) (V 671’@) axi( 8mj)+ axj< 83:1-)
0 0 ;0 0 0 0
= — + X Y/ —) — — —Y/ X"
Xy )vagl Ox; * 8%( 836]-) rix )V@g Ox; 8%( axi)
9 0 9 0
-X' Y/ —)+ Y/ — (X"
= (XY -Y'X))V o 9
Oz; axj
Remarque 3.1.14 ¢ T(X,Y) = -T(Y, X).

3.1.5 Notion de la Connexion Riemannienne

Soit (M, g) une variété Riemannienne.

Définition 3.1.15 Une connexion linéaire sur M est dit compatible avec la métrique g si:

X9V, 2)) =9(VxY,.Z)+ g(Y,VxZ).

Définition 3.1.16 Sur une variérté riemannienne, il existe une unique connexion V sur le fibré
tangent TM tel que:

1) La torsion de V s’annule. (i.e: T(X,Y) = 0xur) ,V X, Y € X(M)).

2) La métrique riemannienne est paralléle. (i.e: Vxg =0,V X € X(M)).

S’appelle la connexion de Levi-Civita sur M.
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Théoréme 3.1.17 Soit (M, g) une variété Riemannienne, il existe une connexion unique V sur
M telle que:
1) V est symétrique. (i.e: [X,Y]=VxY —Vy X, VXY € X(M) ).
2) V est compatible avec g.
La connexion V est appellée la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g.

Dans les coordonnées locales (x1,z, ..., x,), les symboles Christoffel pour cette connexion sont:

m
Eo_ 1 kl(995t | Ogu _ 99ij e 5 ' )
I =5 g g (8—% + B~ om ), ou g;; sont les coordonneés de g relativement & la carte (u, )
=1

et (97) = (gi;)~" est la matrice inverse de g;;.

Preuve. 1- On T'(;-, ;2) = Ty - I‘g?i)i = 0.

Ox; Ozy,
En effet
Jg 0 0 0 g 0
G 8z, = VdEam Vo \om ox;
0 0 g 0
0 0 0

= (TF —Tk)— =Tk 2
= (I Fﬂ)amk. telle que Va%axj Iy o

T(aii,a%) =0=TF—T% =0, (car %7&0);» Ik =Tk,

J

Donc la connexion V est de torsion 7T nulle.
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2 Vyg =0,¥X € X(M).

Soit X,Y,Z € X(M). on a

X(g(V,2)) = g(VxY,2)+g(Y,VxZ)....(1)
Y(g(X,2)) = g(VyX,Z)+ g(X,VyZ)u(2)

Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,V;Y)....(3)

-2 +@B) = 9(VxY,Z2) +g(Y,VxZ) — g(Vy X, Z) — g(X,VyZ) + g(VzX,Y) + g(X,VzY)
= g(VXY — VyX, Z) -+ g(X, sz — VyZ) -+ QQ(Y, VzX) -+ g(Y, VXZ — VzX)
Car 2g(Y,VzX) +9(Y,VxZ —V2zX) = g(Y,VxZ) + g(VzX,Y)

Et comme g symétrique on a: (1)-(2)+(3)=¢([X,Y], 2)+9(X, [Z,Y])+29(Y, V2 X)+g(Y, [X, Z]).

par suite:
29(VZX?Y) = X(g(Y, Z))_Y(Q(Xa Z))+Z(g(X,Y))—g([X,Y],Z)—g(X, [Za Y])_Q(Y7 [X7 Z])

Alors

9(VzX,Y) = %(X(Q(Y; 2))=Y(9(X, 2))+2(9(X,Y))—g([X, Y], 2)—g(X, [Z,Y])=g(Y, [X, Z]))

Donc la connexion riemannienne V existe et unique.

Determination des symboles de Christoffel associées a la connexion riemannienne V :

On a
o 0 1,0 o 0 0 o 0 0 o 0
g(vaia—%,a—%) = 5(8—%9(8—%76—%)—3—% (B_xj’@_xi>+8xig<8_xj’8_:m)
o 0 0 0 o 0 0 o 0
—9([8—%; 8_33;3}’ 8_.7@) - g((?_xj’ [8_3:2-’ O_xk]) - g<8_:cj’ [8_1*,9’ 8_33,-])
1 0

5(8_953-91’“" TR a_xigjk)~
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o] Is] el el 9 ls] ls] o] o) _
car (_g([%7 %]7 0:6) - g(%jv [axiv %]) - g(%jv [a_xkv 3%]) )_ 0

l _ 170 ) o o I 1 -1 (90gki 89g;i 99k
Done Tgm = 5(5- 9k — 507950 + 52:9i6) = Ui = 590 (G5 — 50 + 550)-(4) O

Exemple 3.1.18 trouver les symboles de christoffel de: g = sin® o(d)? + (dy)?.

.2
sin“¢ 0

La matrice de g s’écrit donc: g = elle est bilinéaire symétrique, définie positive
0 1

et non dégénérée.

D’aprée le theoréme (3.1.17) ( pour x1 =0 et x5 = ¢ ) on obtient:

=1
Th = 39" (35 — B8+ 4 = a(oin” o) gy sin®
I =T =0
I, = 0" (2 — 222 4 20) — J(int ) (s
'}, =5 cotp
Iy, =T, = 3 cot .
[=2
['?, = — sin ¢ cos p.
2, =1% =1%=0.
0 cot —sinpcosp 0
La formule (1) donne T'j; = 5 =

cotbp 0 0 0
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3.1.6 Notion fondamentale en géométrie riemannienne

Définition 3.1.19 Soit (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion de Levi-Civita.

On appelle tenseur de courbure un champs de tenseur de type (1,3), définie par:

VX,}/, Z € %(M),R(X, Y)Z = [VX, VY]Z — V[X7y]Z =VxVyZ —-VyVxZ — V[}Qy]Z.

Remarque 3.1.20 R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.

¢ Expression en coordonnées locale de R:

Soit « € M et (x1, s, ...,x,) un systéme de coordonnées locales de x

VX = X'0,Y = Y0, W = W', et Z = Z*9,

R(X,Y)Z = R(X'0;,Y70;)Z%0,
= X'YIZMVy,Vo,00 — Vo,Vo,0r)
= X'YIZNV "0 — Vo, [0,
= XY ZHOTT () + TR ) — DT (O)) — T )
= X'YIZM(OT — 0T 50y + (DT, — TR )]

— XYIZM(T, — o1 + T, — TR, 9]

= (Rim‘inYjZk)al: avec Rgcij = ai(Fﬁ-k) - 8j(Fék) + Z(Fﬂrim - F$F§m>
m=1

Exemple 3.1.21 Méme exemple précident g = sin® o(df)? + (dy)?.



e On va calcul Rﬁjk,

pour i, j, k,1 = 1,2 telle que Rl = 9;(T,) — 0;(T"},) + T%, T — T, T
Pourl =1

Riy = o(T}) — 0u(Tyy) + (T Tn) — (Thl) = 0= R =0

Rijp = 0i(T1y) — 0i(T) + (T}T) — (T1hI'p) = 0= R, =0

Riy = 01(T'y) — 05(Thy) + (P T'g) — (P T') = di(5(cot 9)) = 0= Ry =0

sz =0 (Féz) - 82@%2) + (FhF%Q) - (Félrb)

= —s(5(cot p)) — (5(cot p))?

. _ 2 _ 2
= 5(sin’ 9) — (3(cot 9))* = ZE2 = Riyy = 557

Ry = 02(T'1y) — 0u(Tgy) + (T3 I1) — (Ply) = _81(% cot ) = 0= Ry, =0
Rém = 82(11%2) - 81(F52) + (Félrb) - (Fhréz) = _R%QZ = %38;%

Ry = 05(T'y;) — 02(T3y) + (T3 031) — (T310'31) = 0= Ry =0

Rypy = 02(T'35) — 02(T'35) + (I3 T%;) — (I3,1'31) = 0 = Rjpp = 0.

Pourl =2

R}y = oY) — () + (MTY) — (ThI) = 0. = Ry, = 0.

R}y = 0i(Th) — 0i(Th) + (M1 T1,) — (T4 T,) = 0= R, = 0.

R%21 =0 (F%I) - 82(F%1) + (F%F%ﬁ - (Fglr%l)

= —0y(—sin pcos ) + (— sin ¢ cos cp)(% cot )

= cos 2¢ = R%,, = cos 2.

R%n = 02(F%1) - 81(F31> + (F§1F%1) - (F%F%l)

= Oo(—sinpcos ) — (—sin g cos p)(3 cot ) = —RYy = R3;; = —cos2p
Riyy = 01(13,) — 02(T'%,) + (I TS,) — (T5,T1,) = 0. = Ry =0

R%m = 82(11%2) - 81(F§2) + (Fglrb) - (F%F%z) = _R%m =0

Ry = 05(T%;) — 02(T5)) + (I3 T31) — (I5:1'31) = 0. = R =0

R3y = 02(T'3,) — 02(T'3,) + (T5,T3y) — (I'3,T35) = 0. = R3,, = 0.
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Propriété 2 1) R est bilinéaire dans X(M) x X(M) — X(M)
R(fX1+9Xs,Y)Z = fR(X1,Y)Z + gR(X5,Y)Z
Et
R(X, fY14 gYs)Z = fR(X,Y1)Z 4+ gR(X,Y5)Z,V X1, Xo,Y1,Ys, Z € X(M),¥Yf,g,h € C(M)
2)VX,Y € X(M), Uoperateur R(X,Y) : X(M) — X(M) est linéaire.
RX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W.
3) R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z.

Preuve. 1) R est bilinéairé, car:

R(le + gXo, Y)Z = va1+gX2 VyZ — vafX1+gX2Z - v[fX1+gX2:Y]Z
(Vixi + Vo) Vv Z = Vy((Vix, + Vox,)Z = [V xy 1 Z = 9V x. 012
= f(VX1VyZ — vaXlz — V[Xl,Y]Z> + g(VXQVYZ — VyVXZZ — V[XQ,Y]Z)

= fR(X,,Y)Z + gR(X5,Y)Z.
2)

RX,Y)Z+W) = VxVy(Z+W)=VyVx(Z+ W)~ Vixy(Z+W)
= VxVyZ+VxVyW —VyVxZ —VxVyW — V[Xy]Z — V[X,Y]Z
- VvaZ - VvaZ - V[X’Y}Z + VvaW - VXVYW - V[X’y]Z

— R(X,Y)Z+ R(X,Y)W.
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3) On a

VyVx(fZ) =Vy(fVxZ +(Xf)Z) = [VyVxZ+ (Y [)(VxZ)+ (X f)(VyZ) + (Y(X[)Z).
Et puis que

VyVx(fZ2) = VxVy(fZ) = f(VyVx = VxVy)Z + (Y X - XY)[)Z.

Alors

RX,Y)(fZ) = fVxVyZ — [VyVxZ + (Y, X]/)Z — [Vixy1Z + (X, Y]f)Z = fR(X,Y)Z.

0

Proposition 3.1.22 1¢¢ identité de Bianchi:
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure Riemannienne R vérifie l’identité

de Bianchi algébrique:
RX,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,VX,Y,Z € X(M).
Preuve. VXY, Z € X(M)
RX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = VxVyZ-VyVxZ - Vixy)Z+VyV;X -V,;VyX
V71X +VzVxY = VxVzY +Viz 1Y
= Vx(VyZ —-VzY)+Vy(VzX - VxZ)
+V2(VxY = VyX) = Vixy1Z) = Viy 71X — VizxX.
= Vx[Y.Z]+Vy[Z,X]+ Vz[X,Y]
V71X = Vizx)Y = VixyZ

= [X7 [Y7 Z“ + [Y7 [ZvXH + [Z7 [X7YH =0.
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2iéme jdentité de Bianchi sur une variété riemannienne

(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z, X) + (VZR)(X,Y) = 0,VX,Y, Z € X(M).

Ou
VxY: X(M)xX(M)xX(M)— X(M)

(X,Y,Z)— (VxR)(Y,Z, V)

définie par:

(VxR)(Y, 2))(W) = Vx(R(Y, Z))(W))—(R(VxY, Z))(W)—(R(Y,Vx Z))(W)—R(Y, Z)(VxW)

i) VxY est C°(M) -trilinéaire: (evident).
Montrons la 27 identité de Bianchi (VyR)(Y, Z) + (VyR)(Z, X) + (V,4R)(X,Y) = 0

Preuve. On a

(VxR)(Y, Z)(W) = Vx(R(Y, Z)(W)) = (R(VxY, Z))(W)
—(R(Y,VxZ))(W) = R(Y, Z)(VxW)...(4)

(VyR)(Z, X)(W) = Vy(R(Z, X))(W)) — (R(Vy Z, X))(W)
—(R(Z, Vy X))(W) = R(Z, X)(VyW)...(5)
(VZR)(X,Y)(W) = Vz(R(X,Y))(W)) — (R(VzX,Y))(W))
—(R(X,VzY))(W) = R(X,Y)(VZW)...(6)

(4) + (5) + (6) = Vx(R(Y. Z)(W)) + Vy (R(Z, X)(W)) + V2(R(X,Y)(W))
+R(Vy X — VXY, Z)(W) + R(VxZ — VX, Y)(W)
+R(V2Y —VyZ, X)(W) = R(Y, Z)(VxW)

—R(Z,X)(VyW) = R(X,Y)(VzW).....(x)
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¥ = Vx(Vy(VW)) = Vx(V2(VyW)) = Vx (ViygW) + Vy (V2(VxW))
~Vy(Vx(VZW)) = VyVizx )W + V2(Vx(VyW)) = Vz(Vy(VxIV))
—V2(VixyW)) + R([Y, X], Z)(W) + R([X, Z], Y)(W) + R([Z, X],Y)(W)
~Vy(Vz(VxW)) + Vz(Vy(VxW)) + Viy,z)(VxW) = Vz(Vx (VyW)) + Vx (Vz(VyW))
+Vizy)(VyW) = Vx(Vy (VW) + Vy (Vx (VW) + Vix vy (VZWV).
= —Vx(VyzW) = Vy(VizxW) = Vz(Vixy)W) + Vv x) (VW) = Vz(Vy,x] W)
~(Vivxz2W) + Vix,z21(VyW) = Vy (Vix.zW) = Vix W + Vizy (VW)
—Vx(VizyiW) = (VizyixW) + Vi, 2)(VxW) + Viz x)(Vy W) + Vix, v(VZW)
= Viyx2W = VixzyW = Vizy W = =Viyx) 214 ix 21v1+ [z, W = 0.

Pour cette démonstration on utilise la définition de tenseur de courbure R et on faite que torsion

T = 0 de la connexion riemannienne i.e: Vy X — VxY =[Y, X]. O

e Expresion en coordonnées locale de 2/“"¢ identité de Bianchi
(VXR)(Y.Z) + (VyR)(Z,X) + (VZR)R(X.Y) = T5.(0},) — Ti(0T5,,) + Ti(0;T7,)
—T5.(0,T%,) + ka(@f‘fm) - Fj’k(alrfm)-
e Sur la variété Riemannienne on a

itm = 8.7Plsm - alrjm + Fskrfm - Flsk]j?m

ilm J

Avec

0 0 0 0
=309 5% 5 O =

0;
Et

VZ' = Vai,vj‘ = Vaj,vl = Val et Vm = Vam.



42

Propriétés de la courbure d’une variété Riemannienne

Définition 3.1.23 Soit (M, g) une variété Riemannienne.

On définit un tenseur de type (0,4) noté R par:

R(X.Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W),YX,Y, Z,W € X(M).
Proposition 3.1.24 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur ;2 vérifie les propriétés

swvantes :

1) Identité de Bianchi : R(X,Y,Z,W)+ R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) = 0.

2) Anti-symétrie en (X,Y) : ?%(X, Y, Z,W) = —;?(Y, X, Z,W) .

3) Anti-symétrie en (Z, W) : R(X,Y,Z,W)=—-R(Y, X, W, Z) .

4) Symétrie dans les couples (X,Y) et (Z, W), ]N%(X,Y, Z,W) = —é(Z, W, X)Y).

Preuve. 1)

~ ~ ~

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z,X, W)+ R(Z,X,Y,W) = g(R(X,Y)Z,W))+ g(R(Y,Z)X,W))
+9(R(Z, X)Y,W))

= g(RX,Y)Z+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y,W)=0

9) R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)) = g(—R(Y, X)Z,W)) = —R(Y, X, Z,W) .
3) & R(X,Y,Z,7) = 0.

=) JBL(X,Y, Z,7) =0, nous avons

RX,Y,Z+W,Z+W)=0s R(X,Y,Z, W)+ R(X,Y,W, Z) = 0.
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<) En utilisant le fait que la connexion de Levi-Civita est compatible avec le métrique, nous

avons X.g(VyZ,7) = g(VxVyZ,2) + g(NyZ,VxZ) et [X,Y].9(Z,7) =29(VxvZ, Z)

~

R(X,)Y,Z,Z) = g(R(X,Y)Z, 7))
= 9(VxWZ,2) = g(VyVxZ,Z) = g(Vixy|Z, Z)
= Xg(Vy2.2) - 4(VyZ,Vx7) - Vg(VxZ. 2) + o(VxZ, 9y 2)  5[X.Y]g(Z,2)
= SX(VlZ,2) - JY(X9(Z.7) - 5[X,Y]g(Z,2)

_ %[X, Y].4(2, 2) — %[X, Y].9(Z, 2) = 0.

4) d’aprés (1) on obtient

~ ~ ~

R(X,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z X, Y,W) = 0

~ ~ ~

R(Y,Z,W,X) + R(Z,W,Y,X) + ROW.Y, Z,X) = 0

~ ~ ~

R(ZW,X,Y)+RW,X,Z,Y)+ R(X,ZW,Y) = 0

ROW,X,Y,Z) + RIX,Y,W,Z) + R(Y,W,X,Z) = 0

En ajoutant ceux-ci et en utilisant (3), nous avons
R(Z,X,Y,W)+R(W,Y, Z,X) + R(X,Z,W,Y) + R(Y,W, X, Z) = 0.

D’aprés (2) et (3) on obtient

2R(Z,X,Y,W) — 2R(Y,W, Z,X) = 0.



e Expression en coordonnées locale de R :

~

R(X,Y,Z, W) = g(R(X,Y)Z,W)

— (R, X'YIZ5)9, W™,) = R, XYI ZYW™ g(, 0,0)

ijk ijk

= RéijinZkaglm = XinZkaRijk’l? avec Rkijl = Rijkglm'
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Chapitre 4

Opérateurs sur une variété

Riemannienne

Dans ce paragraphe on introduit les isomorphisme diése et bemol, divergence d'un tenseur sur
une variété Riemannienne, Laplacien des fonctions différentiable, divergence sur ces champs de

vecteur et quelques propriétés, voir [10], [13], [15].

4.1 Les isomorphismes canoniques

4.1.1 Isomorphisme bemol b et diése #

Définition 4.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, et Vo € M, g, est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée sur T, M, alors on peut identifier T,M et T M par L’isomorphisme:

#H.: TiM —-T,M

Wy = Fz(wy)

tel que pour:
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wy: T,M—R

Y, = we(Ys)
9 FHe(ws),Yy) = we(Yy), VY, € T,M

Et

9o (#2(02(X2)), Y2) = (02(X2))(Ya) = 92(Xa, Ya).

Donc

#.(0.(X,)) = X, VX, € T,.M

1) bzo#w :-[dT;M

En effet:
by 0 #y - "M — T:M

Wy — (by 0 #4) (W)
Et (b o #.)(w,) : T, M — R défini par:

Yx(<bx © #x)(wx))(y'x) - gx(#:v(wx>7 Y;c)

= w,(Y,),Vw, € TxM,VY, € T, M.

Alors b, o #, = Idps .
2) b, est linéaire:
by : T,M — TxM
Xy = bo(Xy)

Et b,(X,) : T, M — R défini par: (b,(X,))(Yz) = g.(X,, Yz).
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i) Soient X,,Y,, Z, € T, M.

(bs 0 (Xo +Y2))(Zs)

i) Soit @ € R :

b (aw,)(Yz)

Donc b, (aw,) = ab,(w,).
D’ou b, est linéaire.

3) #. est linéaire:

i

= gm(X:t +Y;c7Zx)
= gw(Xx;Zx) +gx(Ym7Z:r)
= (ba(Xa2))(Z2) + (02(Y2))(Z:)

= (b2(X2) +02(Y2))(Z2)

gx(aw$7 Y;c)
a(by(we))(Yz), VY, € T,.M

(b (we))(Ya), VY, € T, M

T*M — T,M

Wy = Ha(wy)
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i) Soient w,,w!, € T} M.

Go(Fo(wy + W), Y,) = (w0, +wy)(Ys), VY, € T,M
= w,(Yy) +wl(Y,),VY, € T,.M
= gx(#ac(wx)aY:E) +gm(#x(w;)ay;r)

= gx(#m(wm) + #x(w;/v)v Y;c)

Dou g (#a(wae +w,), Ya) = go(#a(we + w}), o) = 0,VY, € T M.
9 (Fo(We + W) — Ho(Wa) = #a(w),), Yz) = 0,VY, € T M.
Comme g, non degénérée donc #,(w, + w’,) = #.(w,) + #.(wh).
ii) De méme pour montrer que Vo € R, Vw, € TFM

#.(aw,) = aft.(w,).

D’ou #, est linéaire.

e Expression en coordonnées locales de #, et b,:

#H.: ToM —-T,M

Wy = Fa(wy)

telle que g, (#.(w,),Ys) = w,(Y,), VY, € T, M.



e Soit (U, p) € A(M), soit x € U
Wy
Y,

wy(Yz)

#o(wy)

LRI
al‘i’ Ia$]’

95 (%) (#o (wz)'67,)

ga((#a (w22

9" (@) gim () (Fa(wz))" =
0; (#a(ws))" =

49

w;(z)ds' € TFM

-0
YJ
* 6517]'

i 0
(wi(w)dx’)(Y; 8_xj>

w;(z) Y]

w; (7)Y,

T

0

wy(z)YL,VY € T, M.

wi(z)d,

= (#a(w,))* = g wi(x), donc #,(we) = grwp, (x) 72

De méme pour b, (X,) :

Alors:

.0 .0

X 8$,’Y$ Y 8$j
= (bx(Xx))ldxl
= (bx(Xx»lY:g
= gij(x)X,Y]
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4.1.2 L’opérateur gradient sur une variété Riemannienne
Soit f € C°(M) ie:
f: M—->R
x> f(x)

dof : ToM — Ty)R ~ R : forme linéaire sur T, M

défini par: X, — (d,f)(X,). c'est -a -dire d, f = (%(f))(x)dxl

Définition 4.1.2 On appelle gradient de f noté grad(f) le champ de vecteur sur M défini par:

grad(f) = #(df) c’est-a-dire

Vo € M, (grad(f))(x) = (#(df))(x) = #+(do.f).

e Expression en coordonneé locale de grad:

(grad f)(z) — (gradf>j(w)a%

(rad /Y (0) = (aldad )V
- )

0
8xi

grad f = (gjm%)

e grad est linéaire
i) Vf,g € C*(M), grad(f + g) = grad(f) + grad(g).
ie Vo € M, grad(f + g)(x) = grad(f)(x) + grad(g)(x).

ii) Voo € R,Vf € C°(M) : grad(af) = agrad(f) i.e Vo € M, grad(af)(x) = agrad(f)(z).
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4.1.3 L’opérateur Divergence sur les champs de vecteur
Définition 4.1.3 Soit (M, g) une variété riemannienne.

On appelle divergence sur un champ de vecteur X, (X, € X(M)) noté div(X,) une fonction sur

M définie par div(X,) = trace VX,.

Proposition 4.1.4 Premiére expression locale de la divergence

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors:

le XZ = (a—; + X:%FZ])
Avec X, = X2 € T, M.
Preuve. Sur une carte locale sur M, nous avons: X, = X;a%i, Va%% = Ffj%. alors:

divX, = dr(V o X,)

.0
= du;(V.o XI—
Vg Xapy,)

Propriété 3 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors:
1) div(X, +Y,) =divX, +divY,

2) div(aX,) = adiv X, VXY € T,M et a € R.
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Preuve. On applique la définition du divergence, on a:
1)
div(X, +Y,) = dxi(V%(Xx +Y,))

= dz;(V o (X)) 4+ dzi(V o (Yy))

Ox; ox;

= divX, +divY,.
2)

div(aX,) = dIi(Va%(OéXw))

= dm,»(%Xx(a)Jroz(V%(Xa)))

0
= X.(o)+ adivX,

= adivX,.

Lemme 4.1.5 Deuxiéme expression locale de la divergence

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors localement on a:

0
a—xk(\/ det(gij)) = 4/ det(gi;) Tl

Proposition 4.1.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors:
0 K

Preuve. D’aprés la proposition (4.1.5), on a:

div X, = %Xﬂ” + XIT

T 1)

(2
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En utilisant le Lemme (4.1.6) on obtient:

leXx = —(\/detgija—“—l—Xg\/detgijFEj)
€T

X! .0
= ———(/det g;; —=2 + X —/det ¢;;
/—detgij( € gj axz + zaxj € g])

En utilisant la convention d’einstein, on déduit que:

div X, =

1 0 4
det g"(8x~ Vet g Xz).
1) 7

4.1.4 L’opérateur Laplacien sur une variété Riemannienne

Définition 4.1.7 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit ['opérateur laplacien noté

A, sur M par:

A o C®(M) = C®(M)

f = A(f) =div(grad f)

Propriété 4 Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors:
1) A(f +h) = A(f) + A(h)
2) div(hgrad(f)) = hAf + g(grad h, grad f)

3) A(f.h) = RA(f) + fA(h) + 2g(grad f;grad h),Vf,h € C*(M).
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Preuve. 1) Soit f,h € C*°(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le

fait que X, (f) = g(grad f, X,.), on obtient:

A(f+h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)

= div(grad f) + div(grad h)

= A(f) + A(h).
2)
div(hgrad(f)) = hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= hAf + g(grad h, grad f)
3)

A(fh) = div(grad(fh))
— div(f grad h + hgrad f)
— div(f grad h) + div(h grad f)
= fdiv(grad k) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)

= fA(h) 4+ hA(f) + 2g(grad f, grad h).



Proposition 4.1.8 Premiére expression locale de Laplacien

Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors:

Pf 0

M) =0, g = Thigy ) ¥ € €

Preuve. Soit f € C*°(M), alors

A(f) = div(grad f)

= (Vg arad /)

J

0 0 0
— 44 _ —_
9" (5 -glerad f, axj) glgrad £,V o o,
9 of . 9
= g¥ —) —-T7 —
9 (axi(axj) [ij(grad f, 5-))
f o 9f

ey vy . —
g <8x18x] ”&rk)'

Proposition 4.1.9 deuxiéme expression locale de Laplacien

Soit (M, g) une variété Riemannienne et f € C*°(M), alors:

10 of
Af = ——— v/ det(gin—=——
/ /det(gij) axz( et(9gij) axj)

La preuve découle directement de la proposition (4.1.9).

Exemple 4.1.10 R"™ muni de la métrique euclidienne.

Si feC®(R"), VX, = (X!

10"

LX) eT,R* ~R

Alors:

grad(f) = (aixl’ . %) e, M

M).

)

%)



div(X.) =5
i=1

A= 5

i=1

96

Exemple 4.1.11 Soient S? la sphére muni de la métrique gs» = sin® (df)? + (dp)? en coordon-

nées sphériques et f : S> — R une application de classe C*®, on a:

g = sin®p,g12=go1 = 0,090 = 1

i, = I'’, =73, =0,I}, = —cosfsinf

En utilisant la formule de la proposition (4.1.9) on obtient:

0% of
A = g" - Tk
(f) 9 (8$,8xj K 8xk)
2f 1 &f 1. _ 9f
0p? N sin? o 962 o 2('0%‘
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4.2 Conclusion et perspectives

A trauvers ce travail, nous avons quelques bases sur les variété différentielle ainsi que la métrique
dans variété différentiable en chaque point qui est appelée une variété Riemannie et I'opérateurs
sur la derniére variété .

Donc dans le futur, on s’intéresse par une variété semi-Riemannienne aussi appelée variété
pseudo- Riemannienne, est une généralisation d’une variété Riemannienne.

La seule différence avec la variété Riemannienne est le fait que la métrique n’est pas plus une

métrique définie positive.
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